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Abstrat. Seshadri onstants, introdued by Demailly, apture positivity of a nef
divisor at a point. We ompute in this note the Seshadri onstants of the antianon-
ial bundle at every point of Del Pezzo surfaes. During the proof, we enlight the
role of rational urves in our omputations. We present then two exemples where
the positivity of the antianonial bundle annot be deteted using rational urves.
1 Introdution
Le onept de positivité loale, introduit par J.P Demailly [D1℄, onsiste à
mesurer au travers des onstantes de Seshadri la positivité d'un diviseur nef en
un point.
Dénition 1.1 Soit X une variété projetive lisse, x un point de X et D un
diviseur nef sur X. La onstante de Seshadri en x de D est le réel positif :
ε(D;x) = inf
x∈C⊂X
D · C
multx C
la borne inférieure étant prise sur l'ensemble des ourbes irrédutibles C ⊂ X
passant par x.
Pour plus d'informations sur les onstantes de Seshadri, on reommande le
hapitre 5 de [L].
Si x est un point en position générale, la onstante ne dépend pas du point.
Dans ette note, on alule en tout point les onstantes de Seshadri du diviseur
antianonique des surfaes de del Pezzo lisses. On peut dans notre as donner
une dénition préise de la notion de point en position générale.
Dénition 1.2 Dans la suite, on notera µr : Xr −→ P
2
l'élatement du plan
en r points distints x1, . . . , xr. Un ensemble de r 6 8 points {x1, . . . , xr} du
plan est dit en position générale si auun sous-ensemble de 3 de es points
n'est sur une droite, si auun sous-ensemble de 6 d'entre eux n'est sur une
onique et si 8 d'entre eux ne sont pas sur une ubique singulière en l'un deux.
Lorsque r 6 7, un point x de Xr sera dit en position générale si son image y
par µr est distinte des points d'élatement xi et si les points {x1, . . . , xr, y}
sont en position générale. Si le point x n'est pas en position générale, il est alors
sur une ourbe exeptionnelle ou sur la transformée strite d'une des ourbes
préédemment itée. On appelle ette ourbe la ourbe distinguée ontenant x.
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On montre le résultat suivant :
Théorème 1.3 Si r 6 5, la onstante de Seshadri de −KXr au point x vaut :
 ε(−KXr ;x) = 2 si x est en position générale,
 ε(−KXr ;x) = 1 sinon.
Si r = 6, la onstante de Seshadri de −KX6 au point x vaut :
 ε(−KX6 ;x) = 3/2 si x est en position générale,
 ε(−KX6 ;x) = 1 sinon.
Si r = 7, la onstante de Seshadri de −KX7 au point x vaut :
 ε(−KX7 ;x) = 4/3 si x est en position générale,
 ε(−KX7 ;x) = 1 sinon.
Si r = 8, les onstantes de Seshadri de −KX8 valent
1
2 en au plus 12 points
n'appartenant pas au diviseur exeptionnel et 1 partout ailleurs.
Au ours de la preuve du théorème 1.3, nous mettrons en relief le rle des
ourbes rationnelles dans le alul des onstantes de Seshadri. Plus exatement
nous obtenons le résultat suivant :
Proposition 1.4 Si S est une surfae de del Pezzo lisse
ε(−KS ;x) = inf
x∈C rationnelle
−KS · C
multx C
.
Malheureusement, les ourbes rationnelles ne permettent en général pas de
déteter la positivité sur une variété rationnellement onnexe. On donne à la
n de ette note deux exemples de surfaes rationnellement onnexes dont le
diviseur antianonique possède une intersetion positive ave toute ourbe ra-
tionnelle mais n'est pas pas nef, ni même pseudoeetif dans le as du deuxième
exemple.
2 Constantes de Seshadri du diviseur antianon-
ique des surfaes de Fano
Le théorème suivant ([F℄, théorème 1 page 110) servira dans la suite :
Théorème 2.1 Soit x1, . . . , xn n points distints de P
2
. On note V (d; r1x1, . . . , rnxn)
l'espae projetif des ourbes de degré d et de multipliité au moins ri en xi. C'est
un sous-espae projetif de P
d(d+3)
2
et
dim V (d; r1x1, . . . , rnxn) >
d(d+ 3)
2
−
n∑
i=1
ri(ri + 1)
2
.
En partiulier V (d; r1x1, . . . , rnxn) n'est pas vide si
d(d+3)
2 >
∑n
i=1
ri(ri+1)
2 .
De même, on utilisera aussi la proposition suivante ([D2℄, théorème 1 p39).
Proposition 2.2 Soient x, x1, . . . , x7 huit points du plan tels que :
 quatre de es points ne soient pas alignés,
 auune onique ne passe par 7 d'entre eux.
Alors il existe une ubique lisse passant par es huit points.
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2.1 Preuve du théorème 1.3
Le as r 6 6. Le diviseur antianonique−KXr est très ample don ε(−KXr ;x) >
1 pour tout point x. Si x n'est pas en position générale, la ourbe distinguée C
ontenant x vérie −KX · C = 1. On en déduit que ε(−KXr ;x) = 1
Si x est en position générale, il existe alors un membre irrédutible et réduit
Dx ∈ | −KXr | vériant multxDx = 2. Supposons ei vrai pour le moment, on
a alors pour toute ourbe C ontenant x diérente du support de Dx
Dx · C > 2multxC.
De plus D2x = 9 − r > 4 si r 6 5 et D
2
x = 6 si r = 6. D'où ε(−KXr ;x) = 2 si
r 6 5 et ε(−KXr ;x) =
3
2 si r = 6.
Il reste à montrer l'existene de Dx. D'après 2.1, il existe une ourbe plane
D passant par tous les xi et dont la multipliité au point x est supérieure à 2. Il
sut de vérier quemultµr(x)D 6 2 et queD est bien irrédutible et réduite,Dx
sera alors la transformée strite de D. Quitte à ompléter l'ensemble des points
xi, on peut supposer r = 6. Si D n'est pas irrédutible et réduite, D est l'union
de trois droites ou d'une droite et d'une onique. Par la position générique de
l'ensemble de points {x1, . . . , x6, x}, la ourbe D ne peut alors passer par tous
les points ave la multipliité presrite.
La ourbe D étant irrédutible, son intersetion ave une droite L passant
par µr(x) et un autre point z ∈ D vaut au moins
D · L = multzD +multµr(x)D
et au plus 3. On en déduit que multµr(x)D 6 2 et que z est un point lisse de D.
Le as r = 7 Pour tout point x ∈ X7 , la proposition 2.2 implique l'existene
d'un membre Dx ∈ |−KX7| passant par x et lisse au point x, d'où ε(−KXr ;x) >
1. Si le point x n'est pas en position générale, on déduit omme préédemment
que ε(−KXr ;x) = 1.
Si le point x est en position générale, il existe un membre irrédutible et
réduit Dx ∈ | − 2Kx| dont la multipliité en x vaut 3. Cela revient à prouver
l'existene d'une ourbe plane de degré 6 irrédutible, réduite de multipliité 3
en µ7(x) et de multipliité 2 au points xi. Le théorème 2.1 implique l'existene
d'une ourbe plane D de degré 6 et de multipliités au moins égales à elles
attendues aux points xi et µ7(x). Si ette ourbe est irrédutible et réduite, son
intersetion ave une ubique passant par les 8 points x1, . . . , x7, µ7(x) et un
neuvième sur la ourbe D vaut 18 d'après le théorème de Bézout. On en déduit
que multxi D = 2 pour tout i et que multµr(x)D = 3. Il reste à montrer que
ette ourbe est irrédutible et réduite. Si la ourbe D était l'union de deux
ubiques C1 et C2 (éventuellement non irrédutibles ou non réduites), les points
x1, . . . , x7 étant en position générale, on aurait alors
17 =
∑
i67
multxi D +multµ7(x)D =
∑
j=1,2
∑
i67
multxi Cj +multµ7(x)Cj 6 2× 8.
Si D n'est pas irrédutible, D est don soit l'union de 3 oniques soit l'union
d'une quintique réduite irrédutible et d'une droite ou d'une quartique réduite
irrédutible et d'une onique. En intersetant ette quintique Q ave une ubique
3
C passant par tous les points x1, . . . , x7, x et un autre point de la quintique, on
obtient d'après le théorème de Bézout
∑
i67
multxi Q+multµ7(x)Q 6 15− 1 = 14.
Enore une fois, on aurait dans e as
∑
i67
multxi D +multµ7(x)D 6 16
e qui n'est pas possible. On proède de même pour les as oùD est l'union d'une
quartique et d'une onique et où D est l'union de 3 oniques. Le diviseur Dx
est don irrédutible et réduit. Comme au paragraphe préédent, on en onlut
que ε(−KXr ;x) = min{
3
2 ,
D2
x
3 } =
4
3 . De même qu'au paragraphe préédent, la
ourbe D qui permet d'atteindre la onstante de Seshadri est rationnelle.
Le as r = 8. Le système linéaire | − KX8 | est sans point base, de plus ses
membres sont irrédutibles et réduits grâe à la position générale des points
x1, . . . , x6. On en déduit que ε(−KXr ;x) = 1 sauf aux éventuels points sin-
guliers des membres de | − KX8 |. Mais d'après la position générale des points
x1, . . . , x6 es points singuliers sont en dehors du diviseur exeptionnel de µr et
orrespondent aux singularités des ubiques du pineau de ubiques passant par
les xi. Le nombre de ubiques singulières dans un pineau général de ubique
est un problème lassique de géométrie énumérative et vaut 12. En es points
la onstante de Seshadri de −KX8 vaut
1
2 .
Contrairement aux as préédents, il n'existe en général pas pour les on-
stantes de Seshadri de −KX8 de ourbe rationnelle Γ telle que
ε(−KX8 ;x) =
−KX8 · Γ
multx Γ
.
Pour voir ela, on peut notamment utiliser le lemme 3.1.
On peut ependant noter qu'il existe une suite (Γk) de ourbes rationnelles
telles que
ε(−KX8 ;x) = lim
k→∞
−KX8 · Γk
multx Γk
.
C'est une onséquene direte de [GLS℄, lemme 3.2.10 :
Lemme 2.3 Soit X¯ l'élatement de P2 en 9 points en position générale, on
note E0 le tiré en arrière de OP2(1), et Ei la préimage du point d'élatement
xi. Pour tout entier m ≥ 1 il existe une ourbe rationnelle nodale irrédutible
dans le système
|3mE0 −mE1 − . . .−mE8 − (m− 1)E9|.
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3 Positivité et ourbes rationnelles
3.1 Un exemple de surfae rationnelle dont le diviseur an-
tianonique n'est pas nef mais s'intersete positive-
ment ave toute ourbe rationnelle
Soient 9 points en position très générale dans P2 de sorte que par es 9 points
passe une unique ubique lisse C. On omplète es neuf points par un dixième
toujours sur C et on note µ : X −→ P2 l'élatement du plan en es 10 points.
La transformée strite C′ de C par µ est un membre irrédutible de |−KX | dont
l'intersetion ave toute ourbe rationnelle est stritement positive. Cependant,
omme −K2X = C
′2 = −1, −KX n'est pas nef.
3.2 Un exemple de surfae rationnelle dont le diviseur an-
tianonique n'est pas pseudoeetif mais s'intersete
positivement ave toute ourbe rationnelle
Soient 13 points x1, . . . , x13 en position très générale dans P
2
de sorte qu'en-
tre autre, passe par es 13 points un pineau de quartiques et auune ubique.
On note µ : X −→ P2 l'élatement du plan en es 13 points. Puisque la trans-
formée strite C par µ de toute quartique passant par es 13 points vérie
−KX · C = −1 et que es ourbes ouvrent un ouvert dense de X , le diviseur
antianonique n'est pas pseudoeetif. Cependant, le diviseur antianonique de
X s'intersete positivement ave toute ourbe rationnelle, omme le montre le
lemme suivant ([GP℄ lemme 4.2 page 74) :
Lemme 3.1 Soit un ouple (d, α), où d est un entier stritement positif et α un
r-uplet α = (a1, . . . , ar). On note Xr l'élatement de P
2
en r points distints en
position très générale, H le tiré en arrière d'un diviseur hyperplan de P2, Ei la
préimage du point d'élatement xi. On désigne par M¯(0,0)(Xr)(d, α) l'espae de
modules des ourbes stables non pointées de genre 0 et de lasse dH−
∑r
i=1 aiEi.
Si 3d− 1−
∑
ai < 0 alors M¯(0,0)(Xr)(d, α) est vide.
En eet, si C est une ourbe rationnelle (irrédutible et réduite) s'intersetant
négativement ave l'antianonique de X , l'image de C dans P2 est alors une
ourbe rationnelle Γ de degré d et de multipliité ai aux points xi vériant
3d−
13∑
i=1
ai 6 0.
Or une telle ourbe n'existe pas d'après le lemme préédent.
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